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W problemach minimalizacji funkcji kosztu sterujacy kom-
puter klasyczny startuje z najnizszego progu (bound) po-
tencjalnego kosztu rozwigzania i stopniowo powieksza
go. W naszym konkretnym problemie - nie majac zadnej
informacji — zaktadamy, ze istnieje jedna zmienna, od kté-
rej zalezy funkcja, a wiec jedna zmienna, ktéra spetnia KPN
(KPN to koniunkcyjna posta¢ normalna). Zatem warto$¢
statej progowej Threshold jest poczatkowo ustawiana na
1 i wszystkie rozwigzania z jedng zmienng sg sprawdzane
przez liczniki i komparator. W zaleznosci od problemu réz-
ne strategie zmian wartosci Threshold moga by¢ podawane
w kolejnych wywotaniach algorytmu Grovera. W ogdlnosci

Zatem algorytm Grovera nie moze znalez¢ rozwigzania.
Polega to na tym, ze algorytm wygeneruje kilka losowych
zbioréw, ktére nie moga by¢ zweryfikowane. Weryfikacja
jest dokonywana poprzez ewaluacje tych zbioréw na wy-
roczni A uzytej poza algorytmem Grovera.

5. Poniewaz nie ma wiecej rozwigzan o koszcie 1, proce-
sor klasyczny zmienia wartos¢ statej progowej Threshold na
wartosc¢ 2, przygotowujac procesor kwantowy do poszuki-
wania rozwigzan o koszcie 2 - patrz rys. 1.

dla probleméw minimalizacji czy maksymalizacji funkgji E:==. Druga wyrocznia dla algorytmu Grovera
kosztu mozemy tworzy¢ rézne
strategie zmieniania wartosci
Threshold, wartosci te moga by¢ Rozwigzanie bd
rosnace lub malejace. | rommmmssssssossn oo eooo-oooo
lay {H-P e S !
Przedyskutujmy dokfadnie petny o) —{H :@ S5 : : : : : abred | 00 | 01 | 11 )10
proces komputera hybrydowego > [HR — : 00 |(0_0 o0/ 0
dla pewnego matego problemu \dy —[F DD R ! o1 |0 (—'—"‘\ 0
(minimalizacja kosztu). | Vo : 1 : :
RN T : 4
1. Warto$¢ zmiennej Threshold 10> : Sratvm o E i i E 10 7
jest ustawiona na 1 poniewaz liy E Qi N ! Rozwigzanie a
poszukujemy najpierw tylko t---- BlokA ----- N !
rozwigzan sktadajacych sie ze 1 - :
zbioréw o jednym elemencie. I BlokB | : o
Pierwsze wywotanie algorytmu o ' X
Grovera znajduje rozwiazanie {a}. 10> — Usiwamyroswiazanial = |+1||«1[|+1fd T
[0y — i — X=Y |-
2. W celu znalezienia innych [n1) : : -
rozwigzan o koszcie 1, wyrocznia In2) Threshold E E Ll
jest modyfikowana tak, jak na ' BlokC -1 Globalny
rys. 1. Ta modyfikacja wyklucza [0) an o kubit wyjscia
rozwigzanie f{a}, a takze wszyst-

kie rozwigzania zawarte w {a},

to znaczy f{a,b}, {a,c}, {a,b,c} itd.
Jest tak dlatego, bo na przyktad
iloczyn ab jest zawarty w iloczy-

Rys. 1. Druga wyrocznia w sekwencji wywotan algorytmu Grovera — nalezy znalez¢ wszystkie minimalne zbiory
suportujace dla funkgji binarnej z rozwigzaniem {{a}, {b, d}}. KPN = (a+b) - (a+d) jest realizowana w bloku A. Ta wy-
rocznia weryfikuje, czy istnieje rozwigzanie niezawarte w rozwigzaniu {a} o koszcie 2, poniewaz prég Threshold = 2.
Blok B wyklucza rozwigzanie {a}, ktére zostato znalezione wczesniej, oraz wszystkie rozwigzania logicznie w nim

niea.

3. Zatem blok B jest teraz do-

dany do wyroczni przez klasyczny komputer, ktéry kom-
piluje nowy uktad wyroczni, a nastepnie wykonuje go na
komputerze kwantowym. Blok B zawiera tez reprezentacje
pierwszego rozwigzania {a}, ktére jest usuwane (operator
inhibicji X-Y' realizowany jako cze$¢ duzej bramki Toffoliego
po prawej). Dlatego wszystkie mozliwe rozwigzania, kto-
re zawieraja zmienng a, sa wykluczone. Odpowiadaja one
wszystkim mintermom zawartym w iloczynie a.

4. Poniewaz nie wiadomo, czy istnieje inne rozwigzanie
o koszcie 1, prog Threshold = 1 jest nadal utrzymywany przy
nastepnym wywotaniu algorytmu Grovera poszukujacego
innych rozwigzan o koszcie 1. Jak widzimy na tablicy Karnau-
gha (prawy gérny rég narys. 1), takie rozwigzania nie istnieja.
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zawarte, takie jak {a,b}, {a,c}, {a,d}, {a,b,c}..., {a,b,c,d}. Uktady lustrzane dla blokéw A, B i C nie sg pokazane.

Proces jest kontynuowany:

1. Z progiem Threshold = 2 algorytm Grovera znajduje roz-
wigzanie {b,d}.

2. lloczyn bd jest nastepnie dodany do wyrazenia Eksklu-
zywnej Postaci Normalnej — EPN (Exclusive-Or-Sum-of-Pro-
ducts — ESOP), realizowanego na wyjsciu kubitu z bloku B
z zaznaczeniem, ze rozwigzanie {b,d} bylo juz znalezione.
Blok B zostaje wiec opisany przez a + bd = a ® bd ® abd, jak
pokazano na rys. 2 (ten EPN wynika z reguty boolowskiej
X+y = X @y @ xy). Taka metoda jest uzywana do wykluczania
poprzednio znajdywanych rozwiazan i potencjalnych roz-
wigzan zawartych w nastepnych wywotaniach algorytmu




Grovera. Dlatego suma logiczna wszystkich poprzednich
rozwigzan jest aktualizowana wraz z kazdym znalezionym
rozwigzaniem w bloku B.

System udowodnit, ze znalezione poprzednio rozwigzania
{a} i {b,d} to wszystkie rozwigzania optymalne problemu.

Zauwazmy, ze problem ten jest podobny do SAT i MaxSAT
oraz prawie identyczny jak dwa znane problemy:

E:==_ Trzecia wyrocznia dla algorytmu
Grovera (a) Podproblem minimalizacji APN (alternatywnej posta-
ci normalnej): znalezé¢ wszyst-
kie proste implikanty funkgji
o~ T Voo Vo T i boolowskiej zawierajace min-
[y -H-P B—— —T - :
e 1T 5 5 term Mi.
Iy —{H] i i E i E E (b) Klasyczny problem pokrycia
[d) —IE; Do b——o—o — : zbioréw (unate covering): dany
o) —PD - I ! jest zbior Mi i zbior PM podzbio-
0 ! Al ! L \ row zbioru Mi. Znalez¢ wszystkie
: e v : zbiory PMi z PM, ktére: (1) facz-
[iy i HO— — : nie zawierajg wszystkie elemen-
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I . O—0—D . i E nie zawiera innego zbioru PM;.
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n . . wektor binarny |a,b,c,dy moze by¢
[n2) Threshold : r weryﬁkowanyynla bloku A uzytym
fo - BlokC —---- . o samym w sobie, poza algoryt-
0) & mem Grovera.W tymipodobnych
problemach pomocne moze by¢

Rys.2. Trzecia wyrocznia W3. Zmodyfikowany blok B wyklucza wszystkie potencjalne rozwigzania zawarte
w funkgji a + bd = a @ bd ® abd. Wyrocznia ta jest uzywana do poszukiwania rozwigzan, ktére nie sg zawarte
w {a} i nie sg zawarte w {b,d}. Rozwiazan takich nie ma. Uklady zwierciadlane dla blokéw A, B i C nie sg pokazane.

Proces jest kontynuowany:

1. Z wyrocznig jak na rys. 2 i progiem Threshold = 2 algo-
rytm Grovera nie jest w stanie znalez¢ wiecej rozwigzan
o koszcie 2. Ale ciagle nie jest jasne, czy istnieja rozwigzania
z trzema czy wiecej (w ogdélnosci) zmiennymi. Program na
komputerze sterujgcym moze kontynuowac powyzszy pro-
ces, gdy chcemy znalez¢ wszystkie rozwigzania, albo prze-
rwac dalsze poszukiwania dla dowolnie zatozonej liczby
zmiennych w rozwiazaniu.

2. W tym przypadku nie ma wiecej rozwigzan. W ogélno-
$ci procesor klasyczny zwieksza wartos$¢ progu, aby znalez¢
wszystkie zbiory zmiennych suportujacych. Aby potwier-
dzi¢, ze nie ma wiecej rozwigzan poza tymi, ktére juz zostaty
znalezione, wyrocznia jest uzyta w wywotaniu algorytmu
Grovera zblokami AiB, ale bez bloku C. Jesli funkcja boolow-
ska takiej nowej wyroczni W3 nie jest spetnialna, algorytm
Grovera uzywa metody znanej w SAT, ze nie ma rozwigza-
nia. W tym akurat przypadku funkcja boolowska W3 = 0.

tez policzenie (czasem przyblizo-
nej) liczby potencjalnych rozwia-
zan, czyli liczby jedynek w naszej
funkcji na dowolnym etapie. Na
przyktad w wyroczni W3 ta liczba jedynek wynosi/réwna sie
zero. Liczenie jedynek odbywa sie przy uzyciu algorytmu li-
czenia kwantowego (Quantum Counting Algorithm)', ktory zli-
cza liczbe jedynek funkcji w tej czesci wyroczni, ktdra opisuje
sam problem, a nie w catej wyroczni. W naszym przypadku
jest to czes¢ A wyroczni. Ta liczba jedynek, albo jest wrecz licz-
ba rozwigzan albo jest czesto zwigzana z tg liczba.

E ==_ Uwagi o przedstawionej metodologii

Jako przyktad stosowania zaproponowanej tu metodologii
tworzenia algorytmoéw kwantowych podaliémy algorytm
hybrydowy, w ktédrym przetwarzanie wstepne, to znaczy
utworzenie formuty KPN, jest dokonywane w procesorze
klasycznym. Jedynie rozwigzanie NP problemu, czyli kon-
wersja KPN—APN dla funkcji monotonicznej wraz ze znalezie-
niem wszystkich prostych implikantdw, jest realizowane przez
algorytm hybrydowy, opierajacy sie na sekwencji wywo-
tan algorytmu Grovera ze zmodyfikowanymi wyroczniami.

1 Brassard, G., H@yer, P, Tapp, A.: Quantum counting. Automata, Languages and Programming, 1998, 820-831, DOI: 10.1007/

BFb0055105
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Informatyka i kompetencje

Pokazalismy szczegotowo konstrukcje wyroczni
z typowych realizowalnych i czesto stosowanych
brameki blokéw. Wiecej szczegétéw dotyczacych ta-
kich blokow i ich syntezy logicznej oraz podobnych
algorytmoéw hybrydowych mozna znalez¢ w kilku
publikacjach®. Ten i podobne przykltady pokazuja
pewne elementy proponowanej metodologii:

1. Wyboér odpowiedniego kodowania problemu.

2. Wybor reprezentacji problemu dla tego kodo-
wania.

3. Podjecie decyzji co do konstrukgji uktadow re-
alizujacych poszczegdlne ograniczenia i sposoboéw
ich taczenia.

4. Okreslenie funkcji kosztu dla problemu i zaprojek-
towanie metody jej realizacji w uktadzie kwantowym.

5. Projekt petnego systemu hybrydowego i okre-
slenie roli klasycznego procesora, ktéry nadzoruje
komputer kwantowy i przygotowuje dla niego ko-
lejne dane.

6. Okreslenie sposobu powtarzania algorytmu
Grovera, wartosci progéw, sposobu modyfikacji
wyroczni w celu efektywnego rozwigzania proble-
mu optymalizacyjnego.

Przedstawiona metoda moze by¢ stosunkowo tatwo mo-
dyfikowana do algorytmu Grovera z wielowarto$ciowy-
mi kubitami, czyli kuditami. Ogdlne podejscie jest takie
same, ale uzytkownik musi nauczy¢ sie syntetyzowac
wielowartosciowe uktady kwantowe?, na przyktad tréj-
wartoéciowe”. Gtéwna koncepcja kwantowych uktadow
niebinarnych pochodzi z pracy’. W modyfikacji algoryt-
mu Grovera dla logiki tréjwartosciowej bramki Hadamar-
da sg zastepowane bramkami Chrestensona® i tworzo-
ne sg nowe bramki sterowane wartosciami ternarnymi,
ktére uogdlniaja binarne bramki sterowane. Na przyktad
w opracowaniu’ bramki kwantowe w binarnym ciele Ga-
lois sg uogdlnione na ciato tréjwartoéciowe, a w pracy®
podano algorytm dekompozycji macierzy unitarnych na
kwantowe bramki tréjwartosciowe. Praca® uogdlnia me-
tody syntezy binarnej na kwantowa logike tréjwartoscio-
w3 z bramek sterowanych.

Podobne wyrocznie Grovera buduje sie dla innych proble-
mow EDA, teorii graféw, problemdw sterowania czy opty-
malizacji, na przyktad takich, jak komplementacja funkgji
przetaczajacej, problemy pokrycia, znajdowanie maksy-
malnych klik w grafie, problemy podziatu grafu, pokrycia
grafu, kolorowania grafu, problem generacji prostych im-
plikantéw, problem znajdowania maksymalnych zbioréw
niezaleznych, minimalizacja uktadéw typu APN, minimali-
zacja Ekskluzywnej Postaci Normalnej EPN, minimalizacja
uktadéw uktadéw Rozdzielnej Alternatywnej Postaci Nor-
malnej RAPN (Disjoint SOP — DSOP) i wiele innych. Proble-
my takie, jak gry i zagadki logiczne, moga by¢ redukowane
do podobnych wyroczni.

2 Hou, W, Perkowski, M.: Quantum-based algorithm and circuit design for bounded Knapsack optimization problem. Quantum

Information and Computation, 2020, 20(9-10), 766-786.

Lee, B., Perkowski, M.: Quantum Machine Learning Based on Minimizing Kronecker-Reed-Muller Forms and Grover Search
Algorithm with Hybrid Oracles. Proc IEEE, 2016 EuroMicro Conference on Digital System Design (DSD).

Li, Y., Tsai, Y., Perkowski, M., Song, X.: Grover-Based Ashenhurst-Curtis Decomposition using Quantum Language Quipper.

Quantum Information and Computation, 2019, 19(1-2), 35-66.

3 Bullock, S.S., O'Leary, D.P, Brennen, G.K.: Asymptotically Optimal Quantum Circuits for d-Level Systems. Physical Review Letters,

2005, 94(23), 230502. Also quant-ph/0410116.

4 Burlakov, A.V,, Chekhova, M.V, Karabutova, O.V., Klyshko, D.N., Kulik, S.P.: Polarization state of a biphoton: quantum ternary.

Physical Review A, 1999, 60(6), R4209.

Wang, Y., Perkowski, M.: Improved Complexity of Quantum Oracles for Ternary Grover Algorithm for Graph Coloring. Proc. ISMVL,

2011, 294-301, DOI: 10.1109/ISMVL.2011.42.

5 Muthukrishnan, A., Stroud, Jr. C.R: Multivalued logic gates for quantum computation. Physical Review A, 2000, 62(5), 1-8.

6 Lee, B., Perkowski, M.: Quantum Machine Learning Based on Minimizing Kronecker-Reed-Muller Forms and Grover Search
Algorithm with Hybrid Oracles. Proc IEEE 2016 EuroMicro Conference.

7 Khan, M.H.A,, Perkowski, M., Kerntopf, P.: Multi-Output Galois Field Sum of Products Synthesis with New Quantum Cascades.

Proc. 33rd ISMVL, Tokyo, May 16-19, 2003, 146-153.

8  Khan, F, Perkowski, M.: Synthesis of Ternary Quantum Logic Circuits by Decomposition. Proceedings of 7th International
Symposium on Representations and Methodology of Future Computing Technologies, RM 2005, University of Tokyo,

September 5-6, 2005, 114-118.

9 Yang, G, Song, X., Perkowski, M., Wu, J.: Realizing ternary quantum switching networks without ancilla bits. Journal of Physics

A: Mathematical and General, 2005.




5.au_ ldee zwigzane z uzywaniem algorytmu

Grovera

Klasyczny komputer moze w nieuporzadkowanej liscie zna-
lez¢ pewien obiekt w czasie zaleznym liniowo od rozmiaru tej
listy N. Komputer kwantowy moze uzy¢ algorytmu Grovera,
ktéry bedzie wymagat jedynie pierwiastka tego czasu, czyli
VN, oile czas potrzebny do weryfikacji tego obiektu jest maty.

»” Algorytm Grovera jest podstawowym

algorytmem poszukiwania kwantowego,
wynalezionym przez Lova Grovera

w 1996 r. Okreslenie to sugeruje, Ze jest to
“rozwigzywacz” pewnej okreslonej klasy
konkretnych problemow, mniemanie to
jest jednak mylgce. Lepiej jest myslec o tym
algorytmie jako o petli programowej,
niezaleznej od konkretnego problemu

i realizowanej na rownoleglym sprzecie.

Algorytm ten jest prawdopodobnie jednym z najbardziej
przydatnych pomystéw w informatyce kwantowej. Z moz-
liwie najwiekszym prawdopodobierstwem poszukuje on
w ,funkcji czarnego pudetka’, czasem nazywanej ,niepo-
sortowang baza danych’, takiego jej elementu, ktéry spet-
nia wyrocznie'®. Nazwa ,nieposortowana baza danych” jest
jednak mylaca i nalezy ja traktowac jedynie jako metafore
Slepego poszukiwania, ktére nie wykorzystuje zadnej in-
formacji. Lepiej jest mysle¢ o tym algorytmie jako o réw-
nolegtym poszukiwaniu w wyroczni, to znaczy obliczaniu
funkcji boolowskiej F dla wszystkich jej mintermoéw na raz,
aby znalez¢ wszystkie te mintermy, dla ktérych F=1. Algo-
rytm kwantowy znajduje stan kwantowy odpowiadajacy
zbiorowi wszystkich minterméw bedacych rozwigzania-
mi, ale pomiar daje tylko jeden z nich na raz. Znalezienie
innych rozwigzan wymaga ponownego procesu poszuki-
wania. Pomiar jest tu wiec waskim gardtem, z czego musi
sobie zdawac sprawe projektant pragnacy efektywnie uzy¢
algorytmu Grovera.

Czytelnik wie juz, jak go uzywa¢ w problemach PSO
i w zadaniach optymalizacji. Moze on by¢ jednak stosowa-
ny w wielu innych zagadnieniach, takich jak znajdowanie
minimum, obliczenia arytmetyczne. Jak wiec stosowac ten
algorytm w nowy sposob?

Konstrukcja wyroczni w algorytmie Grovera
Konstrukgcje te musi charakteryzowac element celowy w catej
przestrzeni poszukiwan opisanej przez transformate Hadamar-
da czy inng transformate inicjalizujaca przestrzen rozwiazan
dla wszystkich kubitéw odpowiadajacych zmiennym proble-
mu. Wyrocznia jest budowana dla danej instancji problemu,
jest wiec zawsze zalezna od konkretnego wymiaru problemu,
podobnie jak jest to w klasycznych FPGA. Na przyktad, algo-
rytm kwantowy dla rozwigzania Sudoku 4*4 jest inny od al-
gorytmu dla rozwigzania Sudoku 9*9. Projektant powinien
rozwazy¢, co robi¢ w przypadkach gdy N = 2N, jak traktowac
binarne wektory ze zbioru N — 2"? Wektory binarne o dtugosci
n (dla n zmiennych wejsciowych) tworzone przez transforma-
te Hadamarda na wejséciu naturalnie odpowiadaja: wszystkim
liczbom naturalnym 0,... 2"-1, wszystkim podzbiorom zbioru
n elementéw, pewnym mapowaniom, odwzorowaniom itd.
Jak reprezentowac permutacje, kombinacje, listy, formuty,
grafy, drzewa czy inne struktury danych? To nie jest trywialny
problem i powinien by¢ tematem badan.

Mimo ze wielu autoréw opisuje algorytm Grovera w terminach
macierzy unitarnych i teoretycznych operatoréw, w pracach
naszego zespotu projektujemy wyrocznie z konkretnych reali-
zowalnych bramek kwantowych, aby méc oceni¢ praktycz-
na realizowalnos$¢ naszych wyroczni czy catych algorytmow
hybrydowych na symulatorach kwantowych i w istniejacych
technologiach komputeréw kwantowych. Synteza przepro-
wadzana jest tak, by zminimalizowa¢, koszt kwantowy”" tego
ukfadu, czyli koszt bramek niezalezny od konkretnej kwanto-
wej technologii. Koszt ten jest jednak pewnym usrednieniem,
oceniajacym ztozonos¢ zwtaszcza wielokubitowych bramek
Toffoliego i jako taki jest bardzo uzyteczny do oceny praktycz-
nej ztozonosci sprzetowej dla wielu technologii kwantowych.
Dla kazdego typu bramki mozemy obliczy¢ jej koszt, zas cena
catej wyroczni jest suma tych kosztow dla wszystkich uzytych
w niej bramek. Bramki Toffoliego z duza liczbg wejs¢ sg bar-
dzo kosztowne w kazdej technologii. Czesto warto zastgpic
je bramkami Peresa'’, na przyktad w licznikach kwantowych,
co obniza koszt kwantowy. Program syntetyzujacy moze
wiec rozpatrywac rézne warianty syntezy logicznej na teore-
tycznych bramkach kwantowych, a takze layout kwantowy
i wybiera¢ najlepsze rozwigzania. Biorac pod uwage rozmiar
wyroczni i to, jak uzywa ona bramek, synteza ukfadu kwanto-
wego bardzo wptywa na zachowanie a nawet realizowalno$¢
algorytmu Grovera dla konkretnego problemu ze wzgledu na
ograniczenia istniejacych symulatoréw kwantowych i kom-
puteréw kwantowych.

2000, 10(4-5),311-338.
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